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楕円体クラックを含む異方性岩石での実効弾性定数の

　　　　　　　　一般的数値計算法

西澤　修＊吉野　隆＊＊

NIsHlzAwA，Osamu　and　YosHINo，Takashi（1991）　A　numerical　method　for　calculating

　　effective　elastic　constants　of　anisotropic　material　containing　elliptical　cracks．B％1乙

　　G召o乙S％■z7．ノψα％，　vo1．42（10），　P．517－526，　1fig．，　4tab．

Abstract：Using　a　numerical　approach，we　tried　to　calculate　Eshelby’s　tensor　of　ellipsoidal

inclusions　in　an　anisotropic　matrix　materia1．This　allows　us　to　obtain　effective　elastic

constants　of　the　material　containing　ellipsoidal　cracks，free　from　the　restrictions　that　the

matrix　material　is　of　isotropy，or　of　cubic　or　hexagonal　anisotropy　in　which　the　symmetry

axis　is　parallel　to　the　unique　axis　of　the　spheroldal　crack．To　examine　the　accuracy　of　this

numericaI　method，we　compared　the　numerical　resultsfor　isotropic　material　with　analytical

solutions．The　results　suggest　that　we　can　obtain　elastic　constants　of　the　cracked　solid

with　adequate　accuracy（within　a　few　percent）only　when　the　shapes　of　cracks　are　close　to

the　sphere：for　aspectratios（the　ratio　ofthe　minor　and　the　major　axis　of　an　oblate　spheroid）

smallerthanO．05，presentnumerlcalmethodprovidesunreasonablevalues。Wealso　calcu－
1ated　the　effective　elastic　constants　of　the　material　containing　spherical　cracks　in　a　matrix

material　having　orthorhombic　elastic　symmetry。

要　　旨

　Eshelbyのテンソルはクラックを含む岩石の弾性定数を

計算するのに必要なパラメタである．これまで，この値

は媒質が等方性のものか，偏平回転楕円体で近似したク

ラックの主軸が，立方晶または六方晶の対称軸と一致し

たときのみ計算が可能であった．ここでは，上記の制限

を取り除き，一般的な場合におけるEshelbyテンソルの

数値計算を試みた．これが可能ならばクラックを含む岩

石の弾性定数計算の応用範囲は広がる．計算の精度を確

かめるために，等方性媒質についての計算結果を，解析

解から求められた結果と比較した．今回用いた方法では，

クラックが偏平な場合に精度が上がらないことが明らか

になった（回転楕円体の短軸と長軸との比一アスペクト比

一が0．05以下では合理的な結果は得られない）．応用の

一例として，斜方晶の媒質中に球形の空隙が少量存在す

る場合についての弾性定数の計算を試みた．

1．はじめに

岩石中に存在する小さな空隙が岩石の物性に影響をお

よぼすことはよく知られている．これらの空隙は互いに
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つながってネットワークを形成し，内部に水などの流体

を含むため，岩石の力学的性質だけでなく，電気伝導度

や水・油の流動といった輸送現象をも、支配する．岩石の

物性は空隙の量だけでなく，その形態にも関係している．

とくに力学的性質は，空隙の形状との関係が深い．空隙

の形状は球から偏平なものまで，さまざまのものがあり，

Crampin（1991）では偏平な空隙をクラック，球に近いも

のをバブル（bubble）と呼んでいる．岩石の中の面状に広

がった大きな割れ目はジョイントと呼ばれるが，ここで

も凹凸を持った面のランダムな接触によって，空隙が形

成される．岩石にはこのように各種の空隙が存在するが，

以下ではすべての空隙を総称してクラックと呼ぶことに

する．しかし，形態を偏平な楕円体のみに限定するもの

ではない．

　岩石の弾性波速度は地殼の物性を表すために最もよく

用いられるパラメタであるが，クラックの影響を強く受

ける．最近多くの人々が興味を持っているのは地殼の弾

性的異方性である．通常クラックは球から隔たった非等

方的形状であるため，クラックを含む岩石の弾性的性質

は異方性を持つ．弾性波速度は伝播方向によって異なり，
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横波（S波）では波の振動方向によって伝播速度が異なる

現象一S波スプリッティ’ングーが観測される．S波スプ

リッティングは自然地震の分野では以前から研究されて

いたが（Gupta，1973；Crampin，1978，1984；Crampin

and　McGonigle，1981など），最近ではVSPなどでも関

心が高まっている（Li6渉畝，1990；Douma　and　Cram－

pin，1990）．Crampinと彼の共同研究者は，彼らの多くの

論文の中で，クラックに起因する弾性的異方性とS波ス

プリッティングについての研究が，地球物理や物理探査

の分野でいかに重要であるかを指摘してきた（Crampin，

1978，1987；Crampin　and　Atkinson，1985；Leary　o厩乙，

1990など）．これらの主張の根拠となっているのは，ク

ラックを含む岩石の弾性波速度のモデル計算である．こ

の種の計算では，クラックを含まない状態での岩石本来

の弾性定数を初期パラメタとして，クラックに適当な形

態，配列方向，密度を与え，クラックを含む物質の実効

的な弾性定数を計算する．もし観測データを合理的に説

明するクラックの形状，配列方向，密度が得られれば地

殻内部のクラックの存在形態を知ることができる．

　クラックを含む岩石の弾性波速度については，これま

で各種の計算法が提案されてきた．これらの理論的根拠

は，弾性波の散乱によるものと，静的弾性論によってク

ラックを含む物質の弾性エネルギーを求めるものとに大

別される。弾性波の散乱は周波数（波長）依存性を持つ

が，高周波での散乱を扱うのは複雑となるため，散乱に

もとづく方法はどれも低周波（長波長）極限での散乱と

して解を求めている．’したがって，両者に本質的差異は

ない．とくにクラックの大きさが地震波の波長に比べ十

分小さければ，静的弾性論の手法による解を弾性波速度

計算に用いてもかまわない．

　クラックの配向モデルには，クラックがランダムな配

置をとる場合と，選択配向を持つ場合とがある．Cram－

plnらが提唱したS波スプリッティングの研究を進めるた

めには，クラックが選択配向した場合の岩石の弾性定数

の計算が必要である．通常，弾性的異方性の計算は単一

クラックのモデルから始める。Crampin（1978，1984）は

GarbinandKnopoff（1975）やHudson（1981）の方法を

用いてきた．これらはクラックによる弾性波散乱の解か

ら弾性定数を決めるもので，クラックの形態は極端に薄

い板状のものを仮定している．いっぽう，静的弾性論に

よって弾性定数を求める方法の代表的なものにE馳elby

（1957）によって示された方法がある．Anderson　6∫磁

（1974）はこれによって弾性定数の計算を行った．この場

合はクラックの形態を楕円体で近似し，球から偏平なも

のまで，すべての場合について計算ができる．七かし，

Anderson6オ磁（1974）の用いた方法はクラック密度が小

さい場合にしか使うことができない．Nishizawa（1982）

はEshelbyの理論を基礎とし，村・森（1976）で示された

手法と，Yamamoto　α磁（1981）が提唱した少量のク

ラックを含む場合の数値計算の繰り返しとを組み合わせ

ることで，クラック密度が大きい場合にも適用できる弾

性定数の数値計算法を示した．Hudson（1981）では弾性

定数は簡単な数式で表されており，岩石本来の弾性定数

とクラック密度を式に代入するだけで弾性定数が得られ

る．いっぽう，Nishizawa（1982）ではクラックを含む岩

石の弾性定数は，その都度数値計算せねばならず，簡便

とは言い難い．しかし，最近のコンピュータの進歩によ

りこの方法もプログラムさえあれば，即座に結果が得ら

れるようになった．

　Douma（1988）はNishizawa（1982）の方法とHudson

（1981）の方法とを比較し，クラックが偏平な場合には両

者の結果がよく一致することを示すとともに，Hudson

（1981）の方法が適用できるクラック密度の限界を見いだ

した．ところで，Hudson（1981），Nishizawa（1982）の

方法はいずれも，岩石本来の弾性的性質が完全な等方性

の場合に限られている．我々は，岩石本来の弾性的異方

性についての上述の制限を取り除き，マトリックス物質

がいかなる弾性的異方性を持つ場合にも適用できる計算

法の研究を始めた．マトリックス物質についての異方性

の制限が除かれれば，Yamamoto　6‘磁（1981）や

Nishizawa（1982）と同様の方法が適用できる．まず，あ

る方向のクラックだけが存在した場合の実効的な弾性定

数を計算し，これをマトリックスの弾性定数とすると，

このマトリックスは異方性を持つ．ここにさらに別の向

きのクラックを導入して次の弾性定数を計算する．こう

して，クラックのあらゆる配向に対して弾性定数の数値

計算が可能となる．

　現在，結果はまだ十分なものではないが，ここでは計

算原理の概略と，初期の結果とそれによって提起された

問題点のみをとりあえず示すこととし，最終結果は別に

報告する予定である．

2。クラツクを含む物体の弾性的性質を調べるための基

　礎的事項について

　まず，次のように段階的に問題を設定し，考えていく

のがよい（竹内，1972）．

1．均質な物質から成る物体を考え，応力を受けている

とする．物体のある領域の内部が相転移などによって弾

性的性質の異なる物質に変化したり，温度変化などで弾

性変形以外の変形をおこした場合を考える．そして，変
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化が現れた領域をインクルージョン，その外側をマトリッ

クスと呼ぶ。このとき，全体の弾性エネルギーの変化は

どのように表されるか．

　この場合，新たに現れたインクルージョンによって物

体に変形が生じれば，外部応力はこの変形に応じて仕事

をすることになり，物体全体の弾性エネルギーも変化す

る．もし，物体の変形がなければ，外部応力は新たに仕

事をしないが，インクルージョンとマトリックスとに物

体の変形を生じないような内部応力の分布を考える必要

がある．このため物体全体の弾性エネルギーはやはり変

化する．

II．インクルージョンの内部で，上に述べたような相転

移または一様な温度変化が生じると，変化前を基準とし

た変位には，弾性ひずみ以外の変位が含まれることにな

る．このようなとき，インクルージョンとマトリックス

のひずみと応力はどのように表せるか．

　この問題を考えるときeigenひずみ（Eshelby，1957で

は“stress　free　strain”）と呼ばれるものを導入する．こ

れは「周囲に拘束がない場合，内部に応力を伴わない変

形」として定義される．例えば領域内部で相転移が生じ

たとき，転移を起こした部分を外部に取り出す．そして

外部応力のない状態で相転移前後の形の違いを考え，相

転移を起こした物質に，相転移前の状態を基準とした変

形を考えることができる．あるいは，領域内部だけが一

定の温度変化を起こした場合，この部分を取り出しても

との温度に戻すと，物質は熱膨張係数で決まる量の変形

を起こす．いずれの場合も取り出された物質内部に弾性

的応力は残っていない．これらの変形に対応するひずみ

をeigenひずみと呼ぶ．

皿，インクルージョンを含む物体が外部から応力を受け

た場合，あるいはこれが一定の変形をした場合に，イン

クルージョンを含まない状態からの応力または変位の乱

れを考える．もしインクルージョンをマトリックス物質

でおきかえ，これに適当なeigenひずみを与えてこの乱れ

分を表すとすれば，上で述べた応力，変位の乱れ分につ

いてどのような関係式が得られるか．

　以上の3つの問題はそれぞれ独立であるが，この3つ

の問題の解答を組み合わせることにより，インクルージョ

ンを含む物体が外部から応力を受けたときのエネルギー

変化を求めることができる．1で得られたエネルギーの

変化を，II，皿の結果を用いてインクルージョンとマト

リックスの弾性定数で表すことができれば，インクルー

ジョンを含んだ物体の実効弾性定数を求めることができ

る。

　ここでは1，II，IIIのそれぞれの問題に対する解答のみ

を記す．答の導き方についてはEshelby（1957），竹内

（1972），村・森（1976）などに詳しく書かれている．

　1は，インクルージョン内部の弾性エネルギーの変化を

∠Ee1とし，全体のエネルギーの変化を∠瓦・ta1とすると，

∠Ee且＝干∠Et。ta1 （1）

となる（Eshelby，1957；竹内，1972；村・森，1976）．

手はそれぞれ物体の境界での「表面カー定」，「変形一定」

の条件に対応している．（1〉によってインクルージョンの

弾性エネルギー変化を計算すれば全体のエネルギー変化

もわかるので，エネルギー計算の際にマトリックスのひ

ずみや応力について知る必要はない．マトリックスでの

ひずみは座標の複雑な関数となることが予想されるので，

これは便利な関係である．とくにインクルージョン内部

でのひずみが一様であれば，エネルギー変化の計算はい

たって簡単になる．

　II，IIIについては楕円体インクルージョンの場合を考え

る．このとき，インクルージョン内部のeigenひずみが一

様であればインクルージョン内部のひずみも一様であり

（Eshelby，1957；村・森，1976），インクルージョン内部

のひずみ砺はeigenひずみを認で表せば次のように一次

式で表すことができる．たぎし，以下ではら云恥」〒ち

2，3とし，2回出てきたものについては，1，2，3を代入

して和をとることとする．

砺＝s耀2麗‘ （2）

S耀はEshelbyのテンソルと呼ばれる．マトリックス部

分のひずみと応力についてはこのような簡単な関係を導

くことはできない．ここで注意すべきは（2）で示されるひ

ずみ砺は弾性ひずみ以外のひずみを含んでいるこ．とであ

る．

　mについて次のように考える。まずインクルージョン

がないときのマトリックスのひずみ，応力をそれぞれ酷，

鵬とし，これらがインクルージョンの存在のためにそれ

ぞれ，薦，薦だけ変化するとし，両者をそれぞれ重ね合

わせることにより，実際のひずみ，応力を再現する．た

だし，マトリックスとインクルージョ≧の弾性定数をそ

れぞれ6駄，o御とする．インクルージョンの存在しない

とき，

A＿　　O　　　A
σび一〇が削ε削

（3）

となる．インクルージョンが存在するとインクルージョ

ンの内部で，

σ今十σ薯＝　o寿た‘（θ危十ε2‘） （4）
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第1図 問題IIIでインクルージョンをマトリックス物質で置き換えることを示す図

置き換えられたマトリックス物質に適当なeigenひずみを与えることにより，インクルージョンが持つひず

みと応力が再現できると考える．この条件は式（5）と（6）で表される．

となる．ここで，第1図のようにインクルージョンをマ

トリックス物質に置き換え，これに適当なeigenひずみを

与えることにより，置き換えられたマトリックス物質に

対してε易に相当するひずみを作ることができないか考え

てみる．もし，これができればIIで得られた結果から，

　　　　　　　　
θが一s融ど召配

（5）

とすることができる．（4）における略はインクルージョン

の示す弾性ひずみの一部であるが，（5）ではeigenひずみ

も含まれている．応力の変化分は，インクルージョンと

置き換えたマトリックス物質に対してHookeの法則を適

用して，

σ1｝＝6名配（ε2‘一召毘ε） （6）

となる．右辺でeigenひずみが差し引かれているのは，こ

れが内部応力のない状態として定義されているからであ

る．（4），（5），（6）は応力，ひずみの乱れ分薦，薦と仮想的

eigenひずみ認についての独立な関係式である．した

がって，認をインクルージョンを含まないときのひずみ

酷で表すことは可能である．まず（6）と（3）を加えて，

薦＋σ呂＝蘇」（ε倉‘＋θ2r召逐‘）

となる。（4）と（6）より，

砺配（ゐ＋θ2‘）＝‘翫（ゐ＋ε2r嚥）

（7）

（8）

となる。（8）と（5）より露を消去ずれば酷と認の関係が

得られる．こうして認を酷で表すことができる．

　また，（8）から導かれる重要な結果は（1）の∠E・1が

∠Ee1＝一（1／2）Ωσ分認 （9）

となることである（上記各文献参照）．ここでΩはインク

ルージョンの体積である．

　応力旙を受けたとき，インクルージョンを含む物体の

現実のひずみは複雑であるが，我々は（1）と（9）から物体

のエネルギー変化を簡単に計算できる．そこで，加えら

れる応力に対して等価なエネルギー変化を与える弾性定

数を求め，これを実効（effective）弾性定数と定義し，

o加で表す．薦を一定と考えたとき，インクルージョン

を含む状態での全体の弾性エネルギーの変化はインクルー

ジョンを含まないときの値に（1）で求められた∠Et・t・1を加

えたものである．（9）を利用して単位体積あたりのエネル

ギーは次式で表される．

　　1　　　　　1　　　　　1　7伽σ繍一7s呂繊σ分＋7∂姶認　（10）

s加，s翫はそれぞれ実効弾性定数6加およびインクルー

ジョンを含まない状態の弾性定数o翫の逆行列（弾性コ

ンプライアンス）であり，∂はインクルージョンの体積比

率である．認は（8），（5）より酷，o蹴，6御で表すことがで

きるので，（10）の右辺第2項は，誘＝s翫σ分‘より，薦

の関数∫（酷）で書くことができる．

　　1　　　　　　1　　　　　1　茎r伽σ繍一7s名配磁‘＋互げ（薦）　（11－1）

（1H）が恒等的に成り立つという条件から

s翫をs蹴，S御，（または碗の，∂で表すことができ，

o加＝s翻（逆行列の関係）より実効弾性定数を求めるこ
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変化をイングルージョン内部の弾性エネルギー変化で表
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物体周囲のひずみ一定の条件に対応するのは，

　　1　　　　　　1　　　　　　1　　7磁ε繍一万・翫‘ε繍一万げ（θ金）　（11－2）

である．
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マトリックスを等方性物質に限定しているわけではない．

村・森（1976）で指摘されているように，異方性物質でも

Eshelbyテンソルは計算できるし，ここに楕円体インク

ルージョンが含まれたときの実効弾性定数も計算できる．

そこで次にEshelbyテンソルの一般的な求め方にっいて

考える．

3．異方性マトリックスの場合の実効的弾性定数の求め

　　方

　まず変位やひずみをフーリエ変換で表すことを考える．

ただし，変形は静的なものに限り，時問項は考慮しない．

したがって運動方程式には時間についての2次微分の項

は現れない．次に（2）に現れたEshelbyのテンソルがどの

ように書き表されるかを考える．

　xを空間の座標ベクトル，ξを波数ベクトルとして，変

位の各成分をフーリエ逆変換を用いて次のように表す．

　　伽（x）一ひ（ξ）exp（歎）dξ　（・2）

ただし，πη（ξ）は晦（x）のフーリエ変換

　　πη（ξ）一（・／2π）3亭（κ）exp（一魏・ξ）dx（・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ず
である．以下，座標系の翫成分に関する偏微分をサ

フィックネの，％で表す．変位勾配は

　　％瑚（x）一∫1編（ξ）exp（ズξ・x）dξ　（・4）

となる．eigenひずみε羨。に対しても，対応する変位勾配

によって同じように定義することができる．

　　錫π（濯）＝（1／2）（峨，π＋瞬鍛）

　　　　　一∫ン翫（ξ）exp（ゴξ・x）dξ　（・5）

ただし，轟ηはε茄のフーリエ変換である．

　物体が前節で考えたような内部応力状態にあるときは，

全ひずみからeigenひずみを引いたものが真の弾性ひずみ

であるので，応力は次のようになる．

σク9（ギ）ニ6ρ卿π［ε耀π（x）一召畏η（κ）］

＝o触π［（1／2）｛晦，η（x）＋％π，π（κ）｝一ε揚η（x）］

係数の対称性oρ卿＝oρ卿を利用して，

の9（刃）＝6ρ㈱π［伽，π（x）一轟π（x）］

　　　需嚇∫1［鶴蝋ξ）鴫（ξ〉］

　　　　　　　　　　　　×exp（ぎξ・κ）（1ξ　　　（16）

物体は静的つりあいの状態にあるので

　　の鯛（x）＝0

より，（16）をαについて偏微分して，

　　砺一∫1［一榔解（ξ）鴫砺（ξ）］

　　　　　　　　　　　×βxp（1ξ・x）dξニ0　　　（17）

となる．これが恒等的に成り立つためには

　　oρ9ππ［ξπξ9π寵（ξ）＋♂ξ9診易π（ξ）］＝0

ここで，

んπ＝oρ㈱ηξπξ9

δ3＝一ぎoρ9艇πξ9σ残π（ξ）

（18）

（19－1）

（19－2）

とすると，（18）は次のように書ける．

li※！難藻1，四

1）一1（ξ）＝1／底む1ぐ行列式の値の逆数），とすると，

　　臨（ξ）＝どΣ1〉廟（ξ）D－1（ξ）　　　　　（21）

となる．．なお〈偏（ξ）は行列脇の最痂に対する余因子，

すなわち，

　　（一1）陶枷×［臨よりゐ行窺列を除いた行列式1

である．こうして伽（κ）のフーリエ変換の具体的形を求

めることができた。これはeigenひずみのフーリエ変換と

弾性定数および波数成分によって表される．

　次に，Eshelbyテンソルが一般的にどのように表される

か調べる．（21）のフーリエ逆変換と（19－2）より

　　晦（κ）一∫1蘇（ξ）ケ・（ξ）exp（碍・κ）dξ

　　　　　一一1∫1嫌薦（毒）砺（ξ）が（ξ）

　　　　　　×exわ（ズξ・x）dξ　　L　　’（22）

乙こで．0燃（渥一濯1）を次のように定義する．

　　磁（ギーズ）一（1／2π）菰編（ξ〉D叛（毒）
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　　　　　　　　×exp［づξ・（レκ1）］dξ　　（23）

また，

　　伽（x一ど）一（・／2π）菰鱗（ξ）が（ξ）

　　　　　　　　×exp［ズξ・（泥一x’）］dξ　　　　　（24）

である。さらに，（22）の被積分関数の中の診駅ξ）を

フーリエ変換で書き直すと

　　繍）一一ズ（・／2π）覆1繭M彿（ξ）ゲ（ξ）

　　　　　　×6裏1（濯〆）exp［ズξ・（x－x1）］dx’dξ

　　　　一一∫1麟（ズ）伽（x一／）dズ（25）

となる．これは点xでの変位の窺成分をズにおける
6igenひずみ認（ズ）によって示したものである．

　ところで0嫌（x－x’）は，実は弾性論における静的グ

リーシ関数を表しており，点パに翫方向の単位の力が加

わったときの点澱における変位の脇成分を示す．した

がって，（23）は異方性物質でも成り立つ静的グリーン関

数の一般的表現を示している．（23）から等方性物質の静

的グリーン関数を具体的に導く計算は村・森（1976）に

示されている．

　ここで，次式

（x、／α、）2＋（x2／α2）2＋（x3／α3）2≦1 ’
（

26）

で表される楕円体内部に，’マトリックスとは別の物質が

存在する楕円体インクルージョンの問題を考える。eigen

ひずみを均一とすると，認（x〆）は（25）の積分の外に出

る．eigenひずみの存在する楕円体インクルージョンの内

部をΩで表せば，xグぞの積分はΩの中に限られるので，

（25）は’

　　晦（』‘）一一2砿　％‘（庶）dズ・（27〉

となる．eigenひずみに起因するひずみは，

　　ε一（x）一一鰯砺ガ（i／2）［偏（x一ズ）

十G盈祐醜（κ一x’）］dエ1 （28）

となる．ここで前節で考えたと同じように，インクルー

ジョン内部をマトリックス物質で置き換え，応力，ひず

みの等価な乱れを求める問題の場合には，ハ偏（ξ）と．0コ1

（ξ）の中に現れる弾曄定数はマトリックス物質の弾駐定数

鴫た、となる．て28）の鰯．（κ）’はeigenひずみが均一であれ

ば，楕円体内部で均一である．またこのとき，（28）の

召㈱はθ易。であり，これを（5）と比較すると（28）の被積分

項で6耀＝6翫としてEshelbyのテンソルを得ることが

できる．

　村・森（1976）は楕円体インクルージョンの問題では

（25）は次のような単位球面上の積分に書き直せることを

示した．

観（x）一（一／4π）曝（κ・の乙出一

　　　×魏（ξ）P－1（ξ）dS（ξ） （29）

ただし，ξは単位ベクトルである．また，ζは

　　ζ＝（α釜盈＋α菱邑＋α§ξも）1／2　　　　（30）

である．

　　晦（x）一（一／4π）θ礁鋼蘇

　　　　　　×△島・（ξ）Z）一1（ξ）（1S（ξ）　　　　　　（31）

より，

轟＝（娠＋．伽，ガ）／2

＝（1／8π）（磁πσ融ご＋磁πσ嬉‘）轟π

ここで0耀は次式で与えられる．

　　σ淵一（の触）μ翻

　　　　　×1〉1が（ξ）Z）一1（ξ）dS（ξ）

これにより，Eshelbyのテンソルは

S勲n＝（1／8π）（o振π0耀＋峨麗0如の

（32）

（33）

（34）

となる．つまり，（33）の積分が計算できればEshelbyの

テンソルの具体的な数値が得られる．

　マトリックスが等方性物質の場合，（34）は解析的に表

現できて，Eshelby（1957）の結果と一致すること，また

立方晶，六方晶の場合に，回転楕円体の軸が晶系の主軸

と一致するときは有理関数の定積分となることなどが村・

森（1976）に示されている．しかしマトリックスの対称性

が低い場合や，楕円体インクルージョンの主軸が晶系の

主軸と一致しないときには，解を簡単に書き表すことは

できない．そこで我々は直接計算によって（34）を数値的

に求めることを試みた．
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ただし，ξは単位ベクトルである．また，ζは
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である．
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より，
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＝（1／8π）（磁πσ融ご＋磁πσ嬉‘）轟π

ここで0耀は次式で与えられる．

　　σ淵一（の触）μ翻

　　　　　×1〉1が（ξ）Z）一1（ξ）dS（ξ）

これにより，Eshelbyのテンソルは
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となる．つまり，（33）の積分が計算できればEshelbyの

テンソルの具体的な数値が得られる．

　マトリックスが等方性物質の場合，（34）は解析的に表
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と一致するときは有理関数の定積分となることなどが村・
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第1表　等方性物質についての，Eshelby

　　　テンソル計算結果の比較

第2表　弾性定数の値（GPa）

s融‘ 解析解 数値解 標準偏差％

　　　荷重一定条件（11－1）　　　変位一定条件（11－2）
砺　　解析解　　数値解　　差％　　解析解　　数値解　　差％

a．アスペクト比1．00
　　1111　　　　　　0．511111

　　1122　　　　　　0．022222

　　1133　　　　　　0．022222

　　3311　　　　　　0．022222

　　3333　　　　　　0．511111

　　2323　　　　　　0．244444

　　1212　　　　　　0．244444

b．アスペクト比0．10
　　1111　　　　　　0．123600

　　1122　　　　　　　0．010268

　　1133　　　　　－0．017871

　　3311　　　　　　0．245864

　　3333　　　　　　0．942945

　　2323　　　　　　0．424310

　　1212　　　　　　0．056666

c．アスペク下比0．05
　　1111　　　　　　　0．066553

　　1122　　　　　　0．005780

　　1133　　　　　－0．010817

　　3311　　　　　　0．285607

　　3333　　　　　　0．972422

　　2323　　　　　　0．458425

　　1212　　　　　　0．030386

d．アスペクト比0．01
　　1111　　　　　　0．014169

　　1122　　　　　　0．001276

　　1133　　　　　－0．002520

　　3311　　　　　　0．323058

　　3333　　　　　　0．994700

　　2323　　　　　　0．491017

　　1212　　　　　　0．006446

0．511208

0．022200

0．022217

0．022237

0．511249

0．244492

0．244342

　0．123596

　0．010258

－0．017909

　0．245430

　0．941778

　0．423736

　0．056686

　0．066566

　0．005784

－0．010808

　0．284713

　0．969720

　0．457987

　0．030400

0．076

0．733

0．863

0．682

G．106

0．069

0．087

0．142

0．691

0．785

0。646

0．515

0．533

0．071

0．118

0．612

0．630

0．930

0．980

0．842

0．073

アスペクト比　1．00

11　　　112．54　　　112．53　　＜0．01　　　112．39

33　　　112。54　　　112．53　　＜0．01　　　112．39

12　　　　37．31　　　　37．31　　　　0．00　　　　37．38

13　　　　37．31　　　37．31　　　0．00　　　37．38

44　　　　37．47　　　　37辱47　　　　0．00　　　　37．53

66　　　　37．47　　　　37．47　　　　0．00　　　　37．53

アスペクト比0．10
11　　　112．74　　　112．77　　　0．03　　　112．25

33　　　　94．98　　　　95．22　　　　0．25　　　　89。85

12　　　　36．46　　　　36．49　　　　0．08　　　　36．01

13　　　　32．47　　　　32．54　　　　0．22　　　　30．98

44　34．46　34．80　0．06　33．86
66　　　　38．14　　　　38．14　　　　0．00　　　　38．12

アスペクト比0．05
11　　　111．81　　　111．91　　＜0．09　　　110．63

33　　　　84．98　　　　86．11　　　　1．33　　　　72．89

12　　　　35．43　　　　35。54　　　　0．31　　　　34．29

13　　　　29．16　　　29。51　　　　1．11　　　25．47

44　　　　31．44　　　　31．5（｝　　　0．19　　　　29．62

66　　　　38．19　　　　38．19　　　　0．00　　　　38．17

ll2．44　　　0．03

112．44　　　　0．03

37．38　　　　0．00

37．38　　　　0．00

37．53　　　0．00

37．53　　　　0．00

112．29

90．22

36．05

31．09

33．89

38．12

110。63

75．02

34．49

26．13

29．72

38．17

0．04

0．41

0．11

0．36

0．09

0．00

0．18

0．18

0．58

2．59

0．34

0。00

　0．014176

　0．001279

－0．002516

　0．325213

　1．001158

　0．498961

　0．006445

0．236

1．020

0．906

3．368

6。236

3。644

0．118

　解析解の値はEshelby（1957）または村・森（1976）より計算する

ことができる．数値計算における球面上の一様な乱数の発生個数は，

1回の計算で1，000，000個である．

　このような計算を10回繰り返して平均したものが，数値解として示

されている．数値解のばらつきは標準偏差（％）で示されている．

なモンテカルロ法を用いた．乱数によって単位球面上に

ランダム点を発生させ，（33）の被積分関数の値を求め，

最後に平均を求めて積分値とする．

　まず，計算精度を確かめるため，等方性物質をマト

リックスとしてEshelbyテンソルと実効弾1生定数の計算

を行った．次に，異方性を持ったマトリックスについて

同様の計算を行った．計算にはサンマイクロシステムズ

のワークズテーション，SUNSPARCSTATION1十を

おもに用いた．以下に述べる乱数発生によるEshelbyテ

ンソルの計算1回に要した時間は，上記機種の場合約8

時間程度である．

　第1表で求められた数値解の結果を用いて計算した弾性定数．

　弾性定数の計算は，荷重一定条件と変位条件一定条件のふたつの条

件でそれぞれ行われる．荷軍一定，変位一定の各条件はそれぞれ，（11

－1），（112）に対応する．解析解と今回の数値解の差が％で示されて

いる。アスペクト比の値が小さくなると，すなわち形状がより偏平な

回転楕円体になると，解の精度が落ちる．

　なお，弾性定数はVoigtの記号で表されており，（・脚と（掬とで次

の置き換え，ガ，々」→ρ，σを行う．11→1，22→2，33→3，23→4，31→5，

12→6。

4．1等方性マトリックスに対する恥she且byテンソルと

　　実効弾性定数

　第1表a－dは乱数が106個のときのEshelbyテンソル

の値である．計算はそれぞれについて10回行われ，各計

算値から平均と標準偏差を求めた．標準偏差が小さけれ

ば解のばらつきは少なく，計算結果は信頼できるものと

見なせる．クラックの形状は偏平な回転楕円体を仮定す

ることが多いので，計算は偏平な回転楕円体のインク

ルージョンについて行った．形状を示すパラメタとして，

楕円体の短軸と長軸の比で定義されるアスペクト比αを

用いる．また，回転楕円体の回転軸は娩軸方向として

Eshelbyテンソルを定義する．インクルージョンの形状が

球であるときは，Eshelbyテンソルの独立な成分は3つし

かない．マトリックスが等方的であるときは，Eshelbyテ

ンソルの値は解析的に計算できる．第1表では解析解と

モンテカルロ法による解を示している．モンテカルロ法

では，インクルージョンの形状が球のときに解は精度よ
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く求められるが，αの値が小さく，即ち偏平の度合が大き

く，なるにつれ解の精度が悪くなる．

　モンテカルロ法で求められたEshelbyテンソルを用い

て，前節で述べた方法によりクラックを含んだ物質の弾

性定数を計算することができる．これを示したのが第2

表である．マトリックスの弾性定数（ラメ定数）はλo＝μo

＝39GPa，インクルージョンとしてクラック内部に水が

含まれる場合を考え，λ’＝2．2GPa，μ’＝0とした．表に

示されたのは孔隙率が2％の場合である．ただし，アス

ペクト比0．01の場合についてはEshelbyテンソルの値の

精度が低いため，弾性定数を計算することができなかっ

た．

4．2異方性マトリックスに対するEshe且byテンソルと

　　実効弾性定数

第3表一a　Forsterite（かんらん石）のS脚（Eshelbyテンソ

　　　　ルの値）

　々」　　7　　　11　　　　　22　　　　　33　　　　　23　　　　　31　　　　　12
1，ノ

11　　　　　0．55556　0．00427　0．00034

22　　　　－0．00164　0．49428　0．03165

33　　　　－0．00117　0．03299　0．51760

23　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．22906

31　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．24182

12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．24546

第3表一b　S漁‘の標準偏差

　々1　　・　　　11　　　　　22　　　　　33　　　　　23　　　　　31　　　　　12
z，ノ

11

22

33

23

31

12

0。00046　0．00104　0．00037

0。00140　0．00029　0．00035

0．00052　0．00041　0。00052

0．00018

0．00020

0．00020

　次に，異方性マトリックスに対するEshelbyテンソル

の値を求めた．今回計算に用いたモンテカルロ法では，

インクルージョンの形状が球に近い場合にしかEshelby

テンソルの値が精度よく求められない．したがって，こ

の場合についてのみ計算を行った．

異方性物質の具体例としてSumino6」磁（1977）によ

るForsteriteのデータを用いた．Forsteriteは01ivine

（かんらん石〉のエンドメンバーでのひとうで，化学式で

表すとMg2SiO4，対称の系は斜方晶系（orthorhombic）

で，独立な弾性定数の数は9個である．第3表aは

Eshelbyテンソルの値を示す．ここでは全部で12個の独

立な値が現れる．計算は等方性物質の場合と同様に

1，000，000回の乱数発生による計算を10回行い，その平

均を計算した。第3表b，cではテ≧図ル各成分ρ計算値

の標準偏差および相対標準偏差（％）で，結果の精度を示

している。テンソル成分の絶対値が小さいものほど精度

が低くなっている．第4表はForsteriteの結晶中に球形

のクラックが存在し，中に空気が含まれたときの弾性定

数である．AはSuminoゆ磁（1977）の結晶の弾性定数

の値，，B，Cはそれぞれ，’条件（1H），（11－2）で求めた

値である．

第3表一c　S澗の相対標準偏差％

　左1　　’　　　　11　　　　　22　　　　　33　　　　　23　　　　　31　　　　　12
z，ノ

11

22

33

23

31

12

0．08　　　24。32　　111．12

85．39　　　　0。06　　　　1．10

44．70　　　　1．26　　　　0．10

OrO7

0．11

0．08

5．議論とまとめ

第4表　Forsteriteの結晶の弾性定数と1％の形状の

　　　空隙が含まれたときの弾性定数砺

11　　　　22　　　　33　　　　23　　　31　，　12　　　44　　　55　　　66

　ここではクラヅクを含む物質が弾性的異方性を持つ場

合に，・その実効弾性定数を計算する一般的方法を示した．

これまでの方法でぽ：Eshelbyテンソルは次のような限ら

れた場合のみ得られている．1．マトリックス物質が等方

性の場合づ見2．マトリックスが立方または六方のいずれか

の対称性をもち，かつ偏平な回転楕円体で近似されたク

ラックの回転軸の方向がマトリックスの対称軸と一致す

A327．3200．4235．473．269．167．367．081．280．7
B320．1196．4230．571．567．665・865．879．779．1
C　　319．9　196．3　230．4　71．4　67．6　65．8　65．8　79．6　79．1

但しVogitの表記による．単位はGPa．
AはSumino6」厩によるForsterite結晶の弾匪定数

B，Cは球形のクラック（ボイド）を1％含んだ場合の弾性定数で，そ
れぞれ式（11－1），（11－2）の条件で求めた値．

る場合．したがって，クラックを含む物質の弾性定数は

限られた場合しか計算できない．ここで示した方法では，

マトリックス物質が一デ般的な異方性を持っ場合にも実効

弾性定数の計算が可能である．・しかし，これまでの計算

ではクラックの形状が球に近い場合（偏平な回転楕円体で

クラックを近似したときのアスペクト比が1に近い場合）

だけしか，信頼できる解を得ることができない．これは

ここで用いた数値積分の方法が㌧インクルージョンの形

状が球に近い場合にしか適用できないことを示している．

アスペクト比が小さなクラックの場合は，回転楕円体の

短軸方向に変位勾配が大きくなることが直感的に想像で

きる．これは，積分計算の際にξ3方向では，他の方向よ

りもさらに高周波成分まで考慮しなければならないこと
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を意味している．球面上に一様に乱数を発生させたので

は，特定方向について高周波成分での計算精度を上げる

ことはできない．計算精度を上げるためには，（22）に

戻って曲線座標系による表現式に書き換えて積分を行う

などの方法を検討する必要があろう．

　マトリックスが一般的な対称性を持つ場合でのEshelby

テンソルの計算が必要な理由は，この方法によって結晶

中の孔隙による弾性定数の計算が可能ということだけで

はない．偏平なクラックが存在するとき，この物質全体

の対称性は六方晶を示すが，ここに任意の方向のクラッ

クをさらに加え，Yamamoto6地乙（1981）で示された繰

り返し数値計算の方法を適用しようとすれば，クラック

の向きが任意の方向を持つ場合の実効弾性定数の計算が

必要となるからである．この場合，次の段階で仮想的に

マトリックスと考えたものと，新たに導入するクラック

の対称軸とが一致しなければ，従来の計算法は適用でき

ない．これに対して，ここで示した方法ではマトリック

スの対称性を問わないので，クラックがどのような配向

をしていても，Yamamoto6渉砿（1981）で示された方法

によって新たにクラックを導入し，新しい実効弾性定数

を求めることができる．しかし現在の計算法では，クラッ

ク形状が球に近い場合しか，満足な精度でEshelbyテン

ソルを求顔ることができないため，まだ一般的な問題に

適用することはできない．今後は高い精度を与える数値

計算法を探る必要がある．
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